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Serie 1

Responeu a CINC de les sis questions segients. En les respostes, expliqueu sempre
que voleu fer i per que.

Cada questio val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no s’autoritzara I’Gs de calculadores o altres
aparells que portin informacié emmagatzemada o que puguin transmetre o rebre
informacio.

Criteris generals per a la correccio:

1.

En tots els casos la resolucid6 que fa I’estudiant s’ha de poder seguir i
comprendre els passos que fa. Aquelles respostes, parcials o totals, que no
estiguin desenvolupades 0 no es pugui seguir el com s’ha arribat a donar la
resolucié seran puntuades amb 0 punts.

La resolucié proposada és, en alguns casos, una de les possibles i no és, en
principi, Unica. Per tant, sempre que I’enunciat ho permeti, en el cas que
Pestudiant respongui amb una resolucid alternativa totalment correcta se i
assignara el total de puntuacio de D’apartat. Si la resposta és parcial la
puntuacio obtinguda sera proporcional a la part corresponent de la puntuacio
total.

En alguns casos, la solucié final pot admetre expressions equivalents. En
aquests casos la puntuacio sera la totalitat de la puntuacié de I’apartat.

Tots els exercicis, apartats 1 passos dins d’un apartat es valoraran amb multiples
de 0,25 punts.

Penalitzacio per errades de calcul o transcripcio:

Si I’errada que es comet no té més transcendeéncia, aleshores NO es descomptara
res de la puntuacié parcial de I’apartat.

En el cas que I’errada condueixi a derivacions paral-leles de l’enunciat, es
valorara i puntuara el desenvolupament i coheréncia de la resolucio resultant, i
només s’aplicara una penalitzacio final de 0,25 punts.

En cas que I’errada condueixi a no tenir sentit alguna de les qiiestions que es
demanen, aleshores la puntuacio maxima de I’apartat sera de 0,75 punts.

Si la resolucié d’un apartat conté dues errades la puntuacié de I’apartat sera
I’acumulada fins al moment previ al cometre la segona errada.
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1. Les pagines d’un llibre han de tenir cada una 600 cm? de superficie, amb uns marges
al voltant del text de 2 cm a la part inferior, 3 cm a la part superior i 2 cm a cada
costat. Calculeu les dimensions de la pagina que permeten la superficie impresa més
gran possible.

[2 punts]

Resolucio:

Si anomenem x I’amplada i y I’algada de les pagines, I’enunciat ens diu que la superficie
de la pagina ha de ser de 600 cm?, és a dir que xy = 600.

Per tant, podem expressar 1’algada en funcié de I’amplada, y = %.

L’amplada de I’area impresa sera, després de restar els marges laterals, x-4.
L’algada de I’area impresa sera, després de restar els marges superior i inferior, y-5.
Per tant, la superficie a maximitzar és S(x,y) = (x — 4)(y — 5).

Quan substituim la'y a I’expressié de S obtenim la superficie només en funcio de x:

600 2400 2400
ﬂ@=%x—®(77—5)=am—5x——;—+20=am—5x——;—

Per a maximitzar S calculem primer les dues primeres derivades.

, 2400
S'(x)=-5+ 2
; 4800
S"(x) =——
x

Els candidats a maxim seran els punts que anul-lin la derivada primera, S’'(x). Quan fem

S'(x) = 0, obtenim 5 = 2;:20 i, pertant, x = + /% = +v480 = 4+/30.

(Observem que els valors negatius de x no tenen sentit per al problema.)

Per a comprovar que a x = 430 hi ha efectivament un maxim, substituim el valor a la
derivada segona i tenim S”(4+/30) < 0. Per tant, I’'amplada que maximitza I’area

impresa és |x =430 = 21,91 cm|.

_ 600 _ 600-/30
y= 430 430

L’al¢ada que li correspon sera = 5v30 = 27,39 cm|
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Pautes de correccio:

0,25 punts per la lligadura i I’expressio d’y en termes d’X.

0,25 punts per ’expressio inicial de la superficie.

0,25 punts per I’expressio de la superficie només en funcié d’una variable.
0,25 punts per la derivada primera.

0,25 punts per la derivada segona.

0,25 punts pel valor critic de x.

0,25 punts per comprovar que és maxim relatiu

0,25 punts pel valor critic de y.

Observacio: No cal donar [’expressio decimal de X |y per a tenir [’exercici
completament resolt.
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2. Considereu el sistema d’equacions lineals segiient, que depén del parametre real K :

X+3y+2z=-1
x+k’y+3z =2k
3X+7y+7z=k-3

a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre k.

[1 punt]
b) Resoleu el sistema per al cas k =-1.
[1 punt]
Resolucio:
1 3 2 -1
a) Lamatriu del sistemaés | 1 k® 3 2k | . lgualem el determinant de la
3 7 7ik-3
matriu de coeficients a zero:
1 3 2 K1
1 k? 3=k?-1=0->:
k=-1
3 7 7

Cas 1: k ==1. El sistema és compatible determinat det(A)#0 i, per tant,
rg(A)=rg (Z) =3 =nombre d’incognites.

Cas2: k=1

1 3 2

. 1 3|_ _

rg(A)zrg 113 :2,jaqueelmenor|1 1|—1—3——2¢0.

3 77

1 3 2 -1 1 3 2 -1 13 2 -1
rg(/i):rg 113 2|=rgl0 2 -1 -3|=rg|0 2 -1 -3|=3

3 7 7 2 0 2 1 1 00 0 -2

Per tant, és un sistema incompatible, ja que rg (A) =2<rg (Z\) =3.
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Cas3: k=-1
1 3 2
rg(A)zrg 1 1 3 :2,jaqueelmenor|1 i =1-3=-2+0.
3 77
1 3 2 -1 1 3 2 -1
rg(ﬂ):rg 113 —2|=rg|0 -2 1 -1|=2
37 7 -4 0 -2 1 -1

Per tant, és un sistema compatible indeterminat, ja que rg (A) =rg (R) =2<3.

b) Si k=-1, el sistema d’equacions és compatible indeterminat amb un grau de
llibertat, ja que tenim 3 incognites i el rang de les matrius és 2. Les solucions del

sistema son:
X+3y+2z=-1 X=1-Tt
X+3y+2z=-1 X+3y+2z=-1
X+y+3z=-2 —> - —>qy=t teR
X+y+3z=-2 2y—z=1

X+7y+7z2=-4 z=2t-1

Pautes de correccio:

a) 0,25 punts per la presentacié matricial del sistema o els primers passos per
arribar als valors critics per a la discussio.
0,75 punts per la discussio dels tres casos (0,25 punts per cada cas).

b) 0,5 punts per la resolucio del sistema.
0,5 punts per la formulacio general de les solucions.

Observacio: El model de resolucio és orientatiu, ja que tant a ’apartat a) com al b) es poden
fer servir metodes alternatius per a la discussié i la resolucid.
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3. Un dron es troba en el punt P =(2,-3,1) i volem dirigir-lo en linia recta fins al punt

més proper del pla d’equacié 7:3x+4z+15=0.

a) Calculeu I’equacio de la recta, en forma parameétrica, que ha de seguir el dron.
Quina distancia ha de recorrer fins a arribar al pla?
[1 punt]

b) Trobeu les coordenades del punt del pla on arribara el dron.
[1 punt]

Nota: Podeu calcular la distancia d’un punt de coordenades (XO, Yo Zo) al pla

Ax, + By, +Cz,+D
d’equacio AX+By+Cz+D =0 amb I’expressio | 0 Yo 2 | .
VA? +B?+C°®

Resolucio:
a) La trajectoria que ha de seguir el dron és la recta que passa pel punt P =(2,-3,1)
i té vector director perpendicular al pla 7 :3x+4z+15=0. EIl vector director sera
v, = (4,B,C) = (3,0,4). Per tant, en forma parameétrica
X=2+3t
y=-3 teR
z=1+4t
La distancia que ha de recorrer és:
4(P.r) = [3-2+0-(-3)+4-1+15] 5
J3 107+ 47 5
b) Cal trobar el punt d’interseccio de la recta amb el pla:
(x,y,2)=(2+3t,-3,1+4t)
{72’:3X+4Z+15=0

Aixi, el punt buscat és (-1,-3,-3).

—3(2+3t)+4(1+4t)+15=0—>t=—-1

Pautes de correccio:

a) 0,25 punts per identificar el vector director de la recta.
0,25 punts per donar la forma paramétrica de la recta.
0,5 punts per calcular la distancia.

b) 0,5 punts per plantejar la interseccid de la recta amb el pla.
0,5 punts per la resolucio i trobar el punt demanat.
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_ 2X°-5x+4

4. Considereu la funci6 f (x) .
—X

a) Calculeu-ne el domini i estudieu-ne la continuitat. Té cap asimptota vertical?
[1 punt]

b) Observeu que f (-2) :—é, f(0)=4 i f(2)=-10. Raoneu si, a partir d’aquesta

informacié, podem deduir que I’interval (-2,0) conté un zero de la funci6.

Podem deduir-ho per a I’interval (0,2)? Trobeu un interval determinat per dos

enters consecutius que contingui, com a minim, un zero d’aquesta funcid.
[1 punt]

Resolucio:

a) En tractar-se d’una funcid que és quocient de dos polinomis, el domini d’aquesta
funcié son tots els nombres reals excepte els que anul-len el denominador:
1-x=0—->x=1.

Per tant, Dom f = R —{1} =(—o0,1)U(1, +).
La funcié f és continua en tot el seu domini ja que és quocient de polinomis, que
son funcions continues.
L’Gnic punt on pot presentar una asimptota vertical és en x =1 i, efectivament, ho
és ja que:

. 2x*-5x+4

lim——— =+

x—1" 1—-X

. 2x°-5x+4
lim——=
x—o1* 1-X

b) La funcié presenta una discontinuitat asimptotica en x=1. Podem aplicar el
teorema de Bolzano per determinar un interval que contingui un zero de la funcid,
pero aquest interval no pot contenir x =1.

Aixi doncs, quan apliquem el teorema de Bolzano a I’interval [-2, 0], podem
afirmar que la funcié té un zero a I'interval (-2,0), ja que f(—2) - f(0) < 0 pero

no ho podem afirmar en 'interval (0,2), ja que aquest interval conté el punt de

discontinuitatx =1.




m Generalitat de Catalunya
% Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficinad’Accés a la Universitat

les proves

Criteris especifics de correcci6 i qualificacié per ser fets pubics un cop finalitzades
Matematiques

Avaluant la funci6 per a x =—1, tindrem I’interval demanat:

f(_2)=-§<o

; — Per tant, aplicant el teorema de Bolzano a I’interval
f (—1) = E > 0

[-2,-1], P'interval (—2,—1) conté un zero de la funcio.

Pautes de correccio:

a) 0,25 punts pel domini.
0,25 punts per la continuitat.
0,25 punts per identificar la possible asimptota.
0,25 punts pels calculs dels limits laterals.

Observacid: Cal explicitar els limits laterals per a determinar [’asimptota
b) 0,25 punts per fer servir el teorema de Bolzano.

0,5 punts per raonar que la funcid té un zero en un interval pero no en ’altre.
0,25 punts per trobar 1’interval d’extrems dos enters consecutius.
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a

1
5. Sigui la matriu M :(
a o0

j, en que a és un parametre real.

a) Calculeu per a quins valors del parametre a se satisfa la igualtat

M?—-M —21 =0, en qué | és la matriu identitat i 0 és la matriu nul-la, totes
dues d’ordre 2.
[1 punt]

b) Fent servir la igualtat de I’apartat anterior, trobeu una expressio general per a

calcular la inversa de la matriu M i, a continuacid, calculeu la inversa de M per

alcas a=+/2.
[1 punt]

Resolucio:
a) Imposem M?—-M —2| =0:

2 1 a 10 2 00

M2_mM 21| 1FE 2 2 _(a-2 0]
a a) \la 0 01 0 a*-2) (0 0
Els tnics valors per als quals se satisfa la igualtat son a>—2=0-»a =12

b) Peral’expressio general, operem la igualtat de I’apartat a:

M?-M-21=0>M?*-M =21 >M (M —1)=2I —>M%(M—I):I

Aixi doncs, d’aquesta darrera igualtat, deduim |[M~! = %(M -D}

Per al cas a=\/§, se satisfa M? —M —21 =0, per tant:
1 2 1 0 0 2
M*:l(M_U:l V2 _[ J :l V2
2 2\v2 o) o 1)) 2z 4

Pautes de correccio:

a) 0,5 punts per les operacions amb les matrius.
0,5 punts per trobar els dos valors del parametre.

b) 0,5 punts per I’expressio general de la inversa.
0,5 punts per donar la inversa demanada.

Observacio: En cas que [’estudiant calculi directament només la matriu inversa sense
tenir en compte [’expressio general la puntuacio de ’apartat b) sera de 0,5 punts.
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: . . 1 .
6. Considereu les funcions f (x)=x i g(x):;, i larecta x=e.

a) Feu un esbhds de la regio delimitada per les seves grafiques i 1’eix de les abscisses.
Calculeu les coordenades del punt de tall de y = f (x) amby =g(x).
[1 punt]

b) Calculeu I’area de la regi6 descrita en 1’apartat anterior.
[1 punt]

Resolucio:

a) No cal fer un estudi exhaustiu de cada grafica. Poden fer I’esbds directament.

Calculem punts de tall:

y=x 1
12X =="5x=15x=1-(11)
y=- X

X

b) Cal expressar I’area amb la suma de dues integrals definides:

1
X3

1 e 1 el e 1 4
jo f (X)dX-l—L g(x)dx=j0 xzdx+‘|‘1 ;dx=gl+ln(x)]l =§+1:§u2

Pautes de correccio:

a) 0,75 punts per I’esbos de la regio (0,25 per cada expressio).
0,25 punts pel punt d’interseccio.

b) 0,5 punts per expressar I’area demanada amb integrals definides.
0,5 punts pel calcul de les primitives i el resultat final.




