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Serie 2

Criteris generals per a la correcci6:

1.

En tots els casos la resolucié que fa I'estudiant s’ha de poder seguir i
comprendre els passos que fa. Aquelles respostes, parcials o totals, que no
estiguin desenvolupades o no es pugui seguir el com s’ha arribat a donar la
resolucié seran puntuades amb 0 punts.

La resolucio proposada és, en alguns casos, una de les possibles i no és, en
principi, Unica. Per tant, sempre que I'enunciat ho permeti, en el cas que
I'estudiant respongui amb una resolucioé alternativa totalment correcta se li
assignara el total de puntuacié de I'apartat. Si la resposta és parcial la puntuacié
obtinguda sera proporcional a la part corresponent de la puntuacio total.

En alguns casos, la solucio final pot admetre expressions equivalents. En
aquests casos la puntuacio sera la totalitat de la puntuacio de I'apartat.

Tots els exercicis, apartats i passos dins d’'un apartat es valoraran amb multiples
de 0,25 punts.

Penalitzaci6 per errades de calcul o transcripcio:

e Sil'errada que es comet no té més transcendéncia, aleshores NO es
descomptara res de la puntuacié parcial de I'apartat.

e En el cas que I'errada condueixi a derivacions paral-leles de I'enunciat, es
valorara i puntuara el desenvolupament i coheréncia de la resolucié resultant,
i només s’aplicara una penalitzacio final de 0,25 punts.

e En cas que I'errada condueixi a no tenir sentit alguna de les qlestions que es
demanen, aleshores la puntuacié maxima de I'apartat sera de 0,75 punts.

e Silaresolucio d’'un apartat conté dues errades la puntuacié de I'apartat sera
'acumulada fins al moment previ al cometre la segona errada.
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Questio 1
Resolucio:

a)

Com que f'(x) = 3x% — 12x, integrant tenim que f(x) = x3 — 6x% + C, on C és una
constant real.

Ara bé, sabem que f(x) talla I'eix d’abscises en x = 1, per tant, f(1) = 0. Substituim:

f)=13-6-12+C=0->C=5

| obtenim |f(x) =x3—6x%+ 5|.

b)
En el punt d’inflexié s’anul-lara la derivada segona:
f'(x)y=6x—12=0 - x =2

Per estudiar la concavitat de f (x), estudiarem el signe de la derivada segona:

f'(x) <0 2 f'(x) >0

A I'esquerra del punt x = 2 la derivada segona és negativa i a la dreta del punt x = 2 la
derivada segona és positiva.

Per tant:
e Enelpunt (2, f(2)) hiha un punt d'inflexié.
e Lafuncio té concavitat negativa o és concava cap avall a l'interval (—oo, 2)

e Lafunciod té concavitat positiva o és concava cap amunt a l'interval (2, +o0)
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c)

La funcié f"'(x) = 6x — 12 talla I'eix d’abscises en x = 2 i 'enunciat ens diu que a > 2,
fets que s’hauran de tenir en compte en el calcul de les integrals definides:

2 a
15 = f (12 — 6x)dx + f (6x —12)dx
0 2

15 = [12x — 3x?%]% + [3x% — 12x]¢
15=24—12+3a%>—12a— 12 + 24
3¢ -12a+9=0 »a’—4a+3=0

Resolem I'equacio de segon grau:

a=3

4+ /(02 —-4-1-3
o EVEY =241 -{
a=1

2 - L

Com que a > 2, només hi ha una solucio: [a = 3].

Observacio: el plantejament de I'area també es pot fer a partir de la suma de les arees
dels dos triangles de la figura i no fent esment de cap calcul integral.
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Pautes de correccio:

a) 0,25 pel plantejament que indica com obtenir la funcio.
0,25 pel calcul de la integral.
0,25 pel valor de la constant d’integracio.

b) 0,25 per calcular la derivada segona.
0,25 pel punt d’inflexio.
0,25 per 'estudi de la concavitat.

c) 0,25 pel plantejament.
0,25 pel calcul de les primitives.
0,25 per aplicar correctament la regla de Barrow.
0,25 per trobar el valor del parametre.

(En el cas que aquest apartat s’hagi fet sense calcul integral es repartira el punt
entre els passos que condueixin a la solucié final.)
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Questio 2

Resolucio:

a)

La matriu de coeficients i la matriu ampliada, A i A’, s6n les seglents:

2
a
1

Bk W

2
a
1

—= N Q

| ——
A
~—_ —
Ar

En primer lloc, es calcula det(A)

a 2 3
2 a 1
1 1 4

=4a°4+6+2—-3a—a—16 =4a* —4a -8

que s’anul-la perals valorsdea = —-1ia = 2.

A continuacio s’estudien els tres casos: a = -1, a=21i a # —1, 2.
CASa=-1

S’obté el sistema:

2x—y +z=-1

{—x+2y+32=2
x+y+4z=1

On s’observa que sumant la primera més la segona equacio s’obté la tercera per tant, el
rang (A) i el rang (A”) no seran maxims:

/—1 2 32\

[ 2 -1 1]-1|
1 1 4|1
| S S ——
A
Ar

Com que sabem que det(A) = 0 i tenim que el menor |_21 _21| # 0, aleshores el

rang(4) = 2.

Com que de la suma de la primera més la segona equacio s’obté la tercera, tots els
menors d’ordre 3 seran nuls, i per al menor d’ordre dos no nul anterior, rang(4’) = 2.
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També es pot argumentar que el rang(4’) < 3 a partir de trobar que els determinants
d’ordre corresponent sén nuls.

Per tant, es té que rang(A) = rang(4A’) = 2 < 3 = nombre d’incognites.

Per tant s un sistema compatible indeterminat (SCI) amb 3 — 2 = 1 grau de llibertat

CASa=2
En aquest cas, s’obté el sistema:
2x +2y+3z=2
2x+2y +z=2
x+y+4z=1

| en notacioé matricial s’obté

_ NN

2
2
1

S W
_NN

N ——
A
Ar

On s’observa que la primera i la segona columna, dels coeficients de les x iles y, i el
vector dels termes independents son iguals. Aix0 ja ens diu que el rang de la matriu
ampliada sera el mateix que el de la matriu de coeficients.

Per a = 2 sabem que el det(4) = 0, i com que |§ i| # 0, el rang(A) = 2.

Respecte a la matriu ampliada s’observa que no es podra trobar cap determinant d’ordre
3 no nul ja que el vector de termes independents coincideix amb la primera i segona
columna de la matriu A. |, per tant, es té que rang(4) = rang(4’) = 2 < 3 =

nombre d’incognites. Per tant, s un sistema compatible indeterminat (SCI) amb 3 — 2 =
11 grau de llibertat,.

CAS a #—-1ia #2

Sabem que det(4) # 0, per tant, rang (A) = rang (A’) = 3 = nombre d’incognites i
lun sistema compatible determinat (SCD).
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b)
Pera a = 2, s’ha de resoldre el sistema que ja sabem que sera SCI:

2x+2y + z=2

{2x+2y+3z=2
x+y+4z=1

Fem la diferéncia de les dues primeres equacions i obtenim que z = 0.

Substituim z = 0 i ens queda el sistema:

2x+2y =2
{2x+2y=2
x+y =1

On s’observa que les tres equacions son equivalents i, per tant, es confirma que és un
sistema compatible indeterminat.

Si prenem y = A, obtenim que les solucions del sistema son de la forma: |(1 — 1,4,0)|.

Pautes de correccio;

a) 0,25 punts per la presentacié matricial del sistema.
0,5 punts per arribar als valors critics per a la discussio.
0,75 punts per la discussio dels tres casos (0,25 punts per cada cas).

b) 0,25 punts per observar que és un sistema compatible indeterminat.
0,75 punts per la soluci6.
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Questio 3

Resolucio:

a)

Comprovem si la recta r es troba continguda en el pla substituint el punt

P(2,—-1,3)erenlequacidédelplam:2—-2-(=1)+4-3 -4 =12 # 0; llavors no esta
continguda al pla.

Comprovem si la recta és paral-lela al pla. El producte escalar del vector normal al pla i
el vector director de la recta hauria de ser nul ja que serien perpendiculars:

(1,3,1):(1,-2,4)=1-6+4+0 ; llavors no son paral-lels.

Aixi doncs, |la recta r és secant al pla 7.

El punt de tall entre la recta i el pla es pot calcular substituint x, y i z de la recta dins
I'equacié del pla:

Q+D)-2(-1+31)+4B+1)—-4=0

24A+2-61+12+4+41-4=0->-1+12=0->1=12

Elpuntdetall és: (2+12,—-1+3-12,3+12) =|(14,35,15)|

Observaci6: També es pot plantejar directament el sistema format per la recta i el pla
per trobar la interseccid, estudiar-lo i resoldre’l.

b)

L’equacio de la recta s perpendicular al pla r i que talli la recta r en el punt P té per
vector director el vector normal al pla: 7 = (1,-2,4).

El punt P ha de satisfer que:
1
2+A=5-(—1+3/1)—>2+A=—5+15/1—>7=14/1—>A=§

LlavorselpuntP és (2 +1/2,-1+3/2,3+1/2) =(5/2,1/2,7/2) i la recta és:

|(x,y,2) = (5/2,1/2,7/2) + u(1,-2,4)|

S’accepta I'equacié de la recta en qualsevol format que també sigui correcte.
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Pautes de correccio;

a) 0,75 punts per la posicié relativa de la recta i el pla.
0,5 punts per calcular el punt de tall de la recta i el pla.

b) 0,25 punts per identificar el vector director de la recta s.
0,25 punts per formular el calcul del punt.
0,25 punts per trobar el punt P.
0,5 punts per I'equacio de la recta.
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Questio 4

Resolucio:

a)

De la funci6 g tenim la informacio6 segient: g(0) =5, g'(1) =0,9"(x) = 2x + 1.

Per tant, sabem que g'(x) = x? + x + m on m és una constant real. Com que g'(1) = 0
3 2

deduim que m = —2. Aleshores g(x) = x? + x? — 2x + n on n és una constant real. Com

que g(0) = 5 deduim que n = 5. Aixi tenim que

X3 2

x
g(x)—?+7—2x+5

Observacio: També és totalment correcte el plantejament inicial de

g(x) = a + bx + cx? + dx3 i imposant les condicions obtenir els valors respectius de a,
b,cid.

b)

La funcio f és polinomica i, per tant, continua i derivable a tots els nombres reals.

Comprovem facilment que |f(2) = 0]i per tant x = 2 és una arrel de la funcio.

Per comprovar si és estrictament creixent a l'interval indicat calculem la funcié derivada
f'(x) = —3x%2 4+ 12x, que s'anul-laperax =0ix = 4.

Com que es tracta d’'una parabola amb coeficient principal negatiu deduim que la
derivada és estrictament positiva en l'interval (0,4) i, per tant, que la funcio f és
estrictament creixent en aquest interval. Aixo implica que la funcié f no té més arrels en
aquest interval i per tant 'area A demanada es pot calcular amb I'expressioé seguent:

+

4
f (—x3 + 6x%2 —16) dx| =
2

2
f (—x3 + 6x% — 16) dx
0

2

- ‘(‘T"H 223 — 16x)| |+ |(‘Tx4+ 2x3 — 16x)|z| =20 + 20 = [40 u?]

0
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Pautes de correccio;

a)

b)

0,25 punts pel plantejament.

0,25 punts per trobar la derivada primera.

0,25 punts per determinar la constant d’integracio m.
0,25 punts per determinar la constant d’integracio n.

0,25 punts per comprovar que la funcié té una arrel en x = 2.

0,25 punts per calcular la derivada primera.

0,25 punts per justificar el creixement estricte de la funcié en l'interval donat.
0,25 punts per escriure les dues integrals definides correctament.

0,25 punts per calcular la primitiva.

0,25 punts per la regla de Barrow i resultat de I'area.
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Questio 5
Resolucio:

a)

Calculem I'expressio de X? en funcié dels parametres i la igualem a la matriu donada:

a1 0\/a 1 0 a a+b 1 1 0 1
X2:<o b 1)-(0 b 1>:(0 b2 b+c>=(0 1 0)
0 0 ¢/\0 0 ¢ 0 0 c? 0 0 1

D’aquesta igualtat de matrius en sorgeixen les equacions segients:
a’?=1-a=+1
b?2=1->b=+1
c?=1->c=+1

a+b=0-a=-b
b+c=0-b=—c

Llavors, les solucions per a, b i ¢ son:

a=1,b=-1,c=1 i a=-1,b=1,c=-1

Es a dir, hi ha dues possibles matrius X:
1 1 0 -1 1 O
<O -1 1 0o 1 1 )
0 0 1 0 0 -1

b)
Només cal imposar que

a1 on/r -1 _1 100
0b1%112=010
00 c/\y o 0 0 1

Multiplicant obtenim la seguent igual matricial.

1 1-2 10 0
2 21=(o0 1 o
b b-1 :

0 —C

o oN| Q
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| igualant terme a terme els elements de la diagonal obtenim

%=1—>a=2; b=1, —c=1->c=-1.

| també es compleix que 1 —g =0 peralvalora=2,ib—1=0 peralvalorb = 1.

Aixi la solucié ésla=2,b=1ic=—1].

Observacid: De forma alternativa també es pot calcular la matriu inversa X1 i igualar-la
a la matriu que ens dona I'enunciat.

a 1 0" { /bc 0 0\ /1/2 -1/2 -1/2
X1=10 b 1 = ol ¢ ac 0] =10 1 1
0 0 ¢ aC\1 —a ab 0 0 -1

Igualant els elements de la diagonal de les dues matrius, tenim que:

1
'—:—1—)C:—1
2 b c

| també son certes les igualtats de la resta de termes de fora de la diagonal.

Aixi la solucié ésla=2,b=1ic=—1].

Pautes de correccio;

a) 0,25 punts per calcular X2.
0,25 punts per plantejar el sistema d’equacions que cal resoldre.
1 punt per donar les dues solucions dels tres parametres (0,5 per a cada
solucio).

b) 0,25 punts per plantejar el producte igual a la identitat.
0,25 punts pel producte matricial.
0,25 per plantejar el sistema d’equacions que cal resoldre.
0,25 punts per trobar els valors dels tres parametres.
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Questio 6

Resolucio:

a)

L’area del trapezi és A = 37x - h i utilitzant que I'area fa 30 m? obtenim |h = % . Observem

que podem descomposar el trapezi en un rectangle de base x i altura h i un triangle
rectangle d’hipotenusa D i catets x i h. Ara només cal aplicar el teorema de Pitagores a

aquest triangle per obtenir [D(x) = /400 x2|

b)

Per minimitzar la funcié D (x) derivem obtenint

800 400

+ x

D'(x) =
400 J400 2

2

=400,
tenint en compte que només podem prendre les solucions positives, I'iinic candidat a
extrem és x = 20 = 2v/5. Ara podem observar que en l'interval (0,2v/5) tenim D'(x) <
0 i, per tant, D és decreixent i que a l'interval (2\/3, +) tenim D'(x) > 0 i, per tant, D és
creixent, i, per tant, en x = 2+/5 hi ha un minim.

Aixi les dimensions que fan el costat oblic minim sén

bo=h=v20=2V5m i D =40 = 2V10 m

Observacio: Per al calcul del punt singular, també es pot procedir a derivar la funcié

400 y . . N .
D?(x) = = T x?2, sempre que s’argumenti que tindra localitzats els extrems en els
mateixos valors de les abscisses.
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Pautes de correccio;

a)

b)

0,25 punts per justificar la relacio entre I'altura i la base superior del trapezi.
0,25 punts pel plantejament per trobar la segona relacioé.

0,25 punts per aplicar correctament el teorema de Pitagores.

0,25 punts per justificar la relacio entre el costat D i la base superior del trapezi.

0,5 punts per la derivada de D(x).

0,25 punts per trobar el punt critic.

0,25 punts per justificar que el punt critic correspon a un minim.
0,5 punts per donar els valors de h,x i D.



